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&�����	 �  ��# ���� ���������	�� �� �
���
�� �� ����'�
�	� ����
(  ��� �
��
����� ��'�� �
�
�� ������� ��� )�#�
�
� ���
�
����
�
  �
�� 	�
������� �
����# ���
����� � ������'��	�� ���	
���
�
����# ���
���� ����� ������ 	������ �
�
����� *%+� ,�� ��
������  -.�� ���
�  �
���
� /� 0��
 � 1� �� 0��#�� *2+ �����
�
�
��	� ������ �
����# ���
���� 	� 	������� �
�
����
��� ��������
������
� ��������� �	������ �	����� ������� ��� )�#�
�
 � ���
�
�
��
� 	��
���� 	�#	��� �
������#	���� ( 3.�� ���
�  �
����
4� )���	��
 *5+ �����
�
��	� �������	���# ������� ������$�# �
�
�
��� 6	���
	����	��� �
���
���6� ,��
 ���	��
��� �
����# ���
�
���� ����
�
 ������ 	����
��	�� 7�
������� /�&� 0�������
 *8+�
(��� 9
	��
 *-+� :� ������
 *3+ � ���; � ���
 ���
'��
  �� ������
�
����� &����	� �
�����  ������� ������� ��������# 
�
��� �������
�� ������ 	������ �
�
����  �
����� ���
����� : ��� ��'��
����	�� $����� ���	���� �
���� 0���
 *<+ � ������ 	������ �
�
�
����� � �����
����	�� �
����# ���
����� &�����	��# 
�
���  ��#
�
���� �������	�  *=+� ( *>+ �������	� ����
���# 	��	�� �����
����
�� �	��
���� �
����# ���
���� � �
��	� �������
� ��
		����
���
 ��� �
���� &	����� ��	��		�� ����� ���� 6���	��
��� �
����# ���
�
����6 � ����$���� �  ��# ���� 6��
��������� ������6 �
���
������
���	
��  ����� :� ������
 *3+�

9
�
� ���������	�� 
������
����� ������� � ���	��
��� �
��
���# ���
���� 	���� �
���
���� ������  �	����� 	���
��	� 	
���� ��� ��� ���
 �� �

�� 	�������� ���� �������
��� ( ��� ��
��������	� ����$�� ����	��  ���	������ �  ��	����� ���
��  ���
	������ ���� � 
������
����� ������
� ��� ���
�
��	� ���	�
���
��� ���
���  	��� 	 �
�
�
�� � ����'��	���� �
����# ������� 

�
�'�  	��� 	 ��������# ��	������� �
����� �����������

(  ��# 	�
��� ��	�'�
��	� �		����
��� �� ��	������� ������#
������������� �
		����� ���  �
���� ���	��
�	��� "��# ����# �
�
���
�	�  ������� ���
 ��� *%.� %%� %2� %5+� (  ��� ������� �
�����
���	
��� �����		� �����
�� �
� ������'������ 
	���������	��� ���
����$�� ��
������ ��������� �� ��������� �������

( ��
�
���� 	�
���� ���
��	� ������
 ��	������ ������ �
�����
�
����
���� � �
����� �����		� �
 �	��� ������ ������# �

�
���� ���	��
�	��� ?
������ ���  �
����# ���
���� ����
�
������� �
�	�� ���� ������ �� �������
�� ���� ������ �� ������	��
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	���� � �� �������
�� � �� ������	�� "�
 ������ 	�����	� �
�'� �

	�������� �
��������� @
�
 �����# ������� �
	���� 7�	��	�����#
	�����# �
�
����;  �
����# ���
���� ������	� � ������ �
'� ���
	�
����
���� 	�	�����# 	 ����� ����$�# 	����	��� 7�	�� �����
��
 ������ �����;� "�
 	����	�� �
��
� ��� ����������� �
	���� �
'�
	 �
���� 7���������	�	����; 	����	���� ��'�� ���
�� �
������
���������  �
�� �����# ������� �
 	��� �������	�	����  �����

�
�������� ��������� �����		� ��'���#	� �
	����� A'� ����  ����
 �����
 ������� � ��������
����	�� ��#	��� �
 ������ �������
	���� �� �������
�
� � ������	
�� ?
����� ��� �
�� ���  ������'���
��# ������ �
		�
���
��	� ������ ������� �
 �
���� ���	��
��
	�� 7
 �� ��������
�������; � �������
�
��	�� ��� �
	���
 �
�����	�
 ������������ �����		�� ���
���� 	���
#��� 	���� ���� �
�
�� �������
�
�� �
� � �� ������	
�� ���
��
��	�� ��� ��
		���	�
�
������ �
		����� ���� 	 ������ ���	
���� �$� ��������'���# ����
���� � ��������� �
�����  �������

( 	�������� �
����
�  ��# 	�
��� ��	������ ��������� ������	� �
���������� �������
�
� � �
��
������ �
����#$�� �		����
��#�

� �	
������ ����� ����
����

( 	�
��� *%.+ ����	� ��������� ��������'���� � �����		� �
������
��� �
����� �����#� ����
� ������ 	������ �
�
������ ��#�
	��� ������ ��'����  ���
	�� 	������ �
�
����� � �	��������
�
�������# �
 	��� �
��� 	���
#��� 7������������; ��'���# ��B�
���
 �
��������� ��� �
����
���# �����
��	�� �
� �  ��
		���	��#
���
����� ���������
� �����������
� ������� f(x, p) �
 �
���� ����
	��
�	�� (x, p) ∈ R2n, ��� x C �������
�
� p C ������	� 4	�� ρ(x, p) C
������	�� �
	���������� �������	��# �
��'����� �
	����  �
����
���	��
�	��� �� �
���
����	��� �'��
��� 7	������; f̄ �
����
���# f
��
'
��	� 	�
��
����# �������#D

f̄ =

∫
R2n

f(x, p)ρ(x, p)dxdp.

/
��� �������
�
��	�� ���   �	��������
� ��
������	� �� 	� �
	����
������� ρ(x, p)� 
 ������ ��
 ρ(x, p) = |ϕ̃(x, p)|2, ��� ϕ̃(x, p) C �	����
����
�  ������������ �����		� ����
� �������� �
�
��
�  ���
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�������	����
���# ������� ϕ(x, p) �
 �
���� ���	��
�	��� ���
���

��	�� ��� ������� ��
 ϕ̃(x, p) ���
���� ����#��� ������	��
�	�� H
6	�
����
����6 7�	���������; ������ ������#  ���	��
�	�� 	��
�
��
����� ������������� ������# �
 R2n� ,
� �
� |ϕ̃|2 = ϕ̃∗ϕ̃� ��� ϕ∗

C �������	�� 	����'���
� ������� � ������� ϕ� �� 	������ ��
�����
�
����
���# f �
 �	��������� ������	��� �
	���������� �������	��#
�
�
�� �
��
������ ����� �
 ���	��
�	�� ϕ̃ ∈ H ��
D

f̄ =

∫
R2n

f(x, p)ρ(x, p)dxdp =

∫
R2n

f(x, p)ϕ̃∗(x, p) ϕ̃(x, p)dxdp = 〈ϕ̃, Af ϕ̃〉,

��� ����� Af �����
��� ����#��# ����
��� �
 ���	��
�	�� H� �
�
���#
 �� �
��
������ ������

(������# ����
��� Af �
��
��	� ����
����� �
����
���# f � 4	���
	������ ��� 	�����  ���� ����#���� ����
���
 	�����	���� ����'�
��� ��
������ �
�������# ��� �
����
���# f  �	����� ��������
��������'���#�

( �
���� *%.+ �
#���� ��
'����  ���� ����
���
 ��� ����# �
����
�
���# 7������� �� �������
� � ������	�;  �
�	���	�� �� ����$��
��� a/b ��� �� ��������� �������� �� �������
�
� a2 � ������	
� b2

�����		
 �	�������� ������ ������#� ���
��
��	�� ��� ������# ���
��#��# ����
��� �
����# �
����
���# �� 	��
�
�� 	 ��	�������� 
�
���# �
���� � �����
��	� 	��
'�
���� ������� �������
����#  ����
��� �� ����
������ �
	���������� 	 ����
����� ������������ �
���
�a/2b� ��� � C ��	�����
� ��
��
� �������
�
�� ���  �
 �
����
 ����

�� 	��� 	�����
 
���
 ������
� �
����
���#   �	��������� 1 ��
�
�
��	� �����
 ������� a/b�

0���$�� ��	����	��� �
		�
���
����� ������
� �����	� �
�'�
����'��	�� ��
���� ��� �
'��# �����# ������� 	�	���� 	����
��	������ �# ������	�� �
	���������� �������	��#  �
���� ����
	��
�	�� ρ(x, p) = |ϕ̃(x, p)|2� (�����  �
 �
�
�
 ��$
�
	� (�������
*%8+� �� �� ��	����� 6�
���
	����������6 �
 �
���� ���	��
�	��� ���
����� ����� ���� �����
�������� �� 	����
������� ��$������ �����
��	���� 	��	�
� ?��	� '� �������	� �
	���������� �������	��#� ���
����� �����	� �������
��� 	��
'�
��� 6�
���
	����������6 (�����
�
 �� ����
������ �
	���������� 	 ����
����� ������������ �
���
�a/2b� E��
'����� �
	���������� (�����
 ����� �
		�
���
� F�	��
�� *%-+� �� 	��	� �
�
����� 	��
'�
��� ��� ���	���
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( ����� 	�
��� *%.+ 	�
���	� �
�
�� ��������� �������
�� �
 �����
���	�	�� ��
��
����# 	���
#� ���� 	���� �
	���� ����� ����� ����
�����
��# �
���� ���	��
�	� � ���	
��� ���
���� �
����
���� ��
������

G�$���� ��	�����# �
�
�� ��	����� 	�
�� *%%� %2� %5+�
( 	�
���� *%%� %2+ 7 	�
��� *%%+ ���� 
���	���
�� �������
��� ���

��������  *%2+;  ������'���� �
���� *%.+ �
		�
���
��	� ��
		����
	�
� ������ ������������� �����		
 ��� �����# 7�������	����
��
��#; ������� ϕ(x, p, t) �
 �
���� ���	��
�	�� (x, p) ∈ R2n  ������
������ t� �������
�
��	�� ��� ����
� ������� ϕ(x, p, t)  ������
������ t ����������� 	��������� ����������
������ ��
�����D

∂ϕ

∂t
=

n∑
k=1

( ∂H

∂xk

∂ϕ

∂pk
− ∂H

∂pk

∂ϕ

∂xk

)
− i

�

(
H −

n∑
k=1

∂H

∂pk
pk

)
ϕ + ∆a,bϕ, 7%;

��� ∆a,bϕ = a2

n∑
k=1

( ∂

∂xk
− ipk

�

)2

ϕ + b2

n∑
k=1

∂2

∂p2
k

ϕ +
abn

�
ϕ, 72;

��� H(x, p) C ������� H
�������
I a2 � b2 C �� ��������� �������#
�� �������
�
� � ������	
�� 	�����	������ 
 � C ��	�����
� ��
��
�

!�
���  ���� ��
����� ���
�
� 7	�� *%2+ ������� 8 � -;� ��� ��'��
���   ��# ������ �
	��
��
��	� �
 ��	���� � ���������� ( �������
�
�� ��	����� ��'���� 	�	���
 �
 ���� ������
 �/(ab)� �
���
� 	
����������# �����# ������� �
 �
���� ���	��
�	��� ��������� �
�������� ����
���'
��# ���������� �	����� ������	��
�	�� 6	�
���
��
����6 ��� ������������� �����		
 ������ ������#� "�������
 ���� ������	��
�	�
 �
�
���������	� ������� ���������� �
��
	����� ������ �� �������
�� 9�������� ��'���� ����	����� �'� ��
 ���� ������	��
�	�� � ���	�
��	� ��
������ J��������
�  �����
���  ��
�# �
	�� 	���� ����
���� 	��
�
���# 	 ������� ��� �
����
�# ���
���� ����
����� H
�������
 	 �����	��� �� 	�
�
���� ������

a�/b�

,
��� ���
���� �'�   ��� 	�
���� ���
�
��� ��� �
��������
���
��	��� ���	
��� �����		� ��'�� ���������� �
� ������'����� ���	
�
��� ��
		���	���� �
		����� ���  �
���� ���	��
�	��� /�� �
		�
��
��
���#  �
���� ������  �� ������'���� �������	�� ����
 �������
H
�������
 �
�� ������	� ��� ��������� �������
�� ������	� � �
������ �
 �����
�
�� ����
 ������� ����� �������� �����������#
��	������# ��
��
 � � �����	���	���� �������# a� b�

-



&	���� �� ��������'���# � ������# ������� �������#�  �
����
���
��	� �����
 �� ��������� �������# � ������ ����������� ����
��		
 �/(ab) �� ��
		���	���� ���	
��� �����		
�  ������� �������
�������������	�� H�#�������
 ��'�� �� ��������	�� � �
������� 
������� ������� H�#�������
 �'� ��������	�� (���� ����������� ����
��		
 ����� ������� 1/T · 10−11	� ��� T � ������
���
 	�����

/����# ������	��# ��� �
���� *%%+ 	�	����  ���� ��� ��$����
��
����� 7%; ��'�� ���� ����	�
����  ��� ������
�
 �� ������ ��
�� �� 6����6 @�#��
�
 *%3+� 	��	� ������# �
���
����	�� �� ����� �	���

 �� �������	���# ���� 7
�
�������# ���� (����
; ��� ������	����
��'����� �
�
����� ��
������ @�����
���
��
 ��
D

∂f

∂t
=

n∑
k=1

(∂H

∂xk

∂f

∂pk
− ∂H

∂pk

∂f

∂xk
+ a2 ∂2f

∂x2
k

+ b2 ∂2f

∂p2
k

)
, 75;

��� f(x, p, t) C ������	�� �������	��# �
	����'���� ������	��# �
�
	����  �
���� ���	��
�	��  ������ ������ t� (  ��� 	���
� 	��	�
������
�
 �� ����� ��'�� ���� ���$� ���	��
��

��������� ��
����� 7%; �
 �������	�	��# 	���
# �
��������	� ���
�
 	���	��
���   ��# ������ �������# �� �������
�
�� ,
��� ����
����� �������
�
�� �����
�������� 	����	��  ������������ 	�
��
�
�� �� ���� 	�������� $
���  �		����
��� ���� ��	������� �����
�� �
		����� ���  �
���� ���	��
�	���  ������� �������� ����
�	����� ������ �� ������	
� �
 	��� 	���������� 	 �
	���
�� 	�����
�
������#	�  ������� �
���	���

( �
���� *%5+ ��	�� ��
����� 75; �
		�
���
��	� ��
����� :�
�
���	
 *%<+� *%=+ ��
D

∂f

∂t
=

n∑
j=1

( ∂V

∂xj

∂f

∂pj

− pj

m

∂f

∂xj

)
+ γ

n∑
j=1

∂

∂pj

(
pjf + kTm

∂f

∂pj

)
, 78;

��� f(x, p, t) C ������	�� �
	���������� �������	��# �
	����  �
���
�� ���	��
�	��  ������ ������ tI m C �
		
 �
	����I V (x) C ���
�����
���
� ������� ��$��� 	��� ��#	������ �
 �
	����I γ = β/m
C �� �������� 	����������� 	�����  ������# �
�����	� �
	���
� �

������� �� �
		�I k C ��	�����
� 0�����
�
I T C ������
���
 	�����

,���
 ��	�� ��
����� 7%; ��� �����# ������� ϕ(x, p, t) �
		�
��

3



��
��	� ����������
���� ��
����� :�
���	
 ��
D

∂ϕ

∂t
= Aϕ + γBϕ, 7-;

��� Aϕ =

n∑
j=1

( ∂V

∂xj

∂ϕ

∂pj
− pj

m

∂ϕ

∂xj

)
− i

�

(
mc2 + V −

n∑
j=1

p2
j

2m

)
ϕ 73;

� Bϕ =
n∑

j=1

∂

∂pj

((
pj + i�

∂

∂xj

)
ϕ + kTm

∂ϕ

∂pj

)
. 7<;

A�
����� 7-; �������� �� ��
����� :�
���	
 78; ���
������  ��
�
�� �
	�� 	�
�
����� ��
 −i/�(mc2 + V − p2/(2m))ϕ � �
����#  ����
�
���� �������� ����'���� ������� ϕ �
 pj ��#	���� ����
���

(pj + i�∂/∂xj) �
 ������� ϕ�

/��
����� 	�
�
����� −i/�(mc2 + V − p2/(2m))ϕ 	��
�� 	 ��� ���
������������ ������	��� �����
����� ��� ����
� �������  �����
(x, p) �
�������	�� ��������	� 	 �
	����# 1/�(mc2 + V − p2/(2m)) ��
�������

,����
��� �
�������	���� �����
��� �����# ������� ϕ  ����
�� (x, p) 	 ����$�# �
	����# 1/�(mc2 + V − p2/(2m))  	���
�� ����

mc2 	���	����� ����$� ������� V, ������� � ����� ��� 	��� ���
���# ������� �� �������
�� xj 	 	���
������ 	��	������� ������
 ����� (x, p) ���
�� �
���# 	���  �����
��� ������� ϕ� ���
 ��� ����
��� ��	������� �
���� 	���
 ∂/∂xj �
������	� �
 ����
���
∂/∂xj − ipj/�� 70���� ��������� ���	��
��� 	��  *%2+�; E�����	������
�	��  ��� ����
��� ����'��� �
 i�� �� ������� ����
��� pj + i�∂/∂xj �
�	������
���#  ����������
���� ����
���� �������� B�

/�� ��
����� 7-;  *%5+ �������� �������
��� 
�
�������� �������
�
�
� 	�
��� *%2+� ���
��
��	�� ��� �   ��� 	���
� �����		� ���	�
�
���# ��
������ 7-;� ��� ����$�� γ = β/m �������� ��	������ 	�
�
��#� ( ������� ����#� ��	���# 	�
���� ����
� ������� ��������� 
���� �� 6	�
����
����6 	�	�����# ���� '� ��
� ��� � ��� ��
�����
7-;� (� ����#� ��������# 	�
���� ����
� ������� ������	�  ����
���	��
�	�� 6	�
����
����6 	�	�����#  	�����	��� 	 ��
������
J��������
� :���� ����� ���
��
��	�� ��� �
 ������# 	�
��� ��		��
�
��� �����		
 ������� � ������������ �����# �������� � ���
�
	����������� 	�	�����# �������� � ������ �� 	��	������ 	�	�����#
����
���
 H
�������
�

<



( �
���� *%5+ ���
�
�� �
�'�� ��� �	��� �
������� 	����������� 	���
�� �
 ������� �
		� �
	���� γ = β/m �
��� �  ��
����� 7-; ��'��
���������� 	�
�
���� 	 ���'������ γ, ��  �
		�
���
���# ������
������	�� �
	���������� �������	��# ρ = |ϕ|2 ����������� 	�
��
���
���� ��
����� 1������

∂ρ

∂t
=

n∑
j=1

( ∂V

∂xj

∂ρ

∂pj

− pj

m

∂ρ

∂xj

)
, 7=;

�
�  ��
		���	��# 	�
��	����	��# ���
�����

� ��
���	�	��� ���	����	�����

(  ��� �
����� ����	� � ��	�'�
��	� ������� �
���������# ��
���

����	�� ��� ��
����� 7-;�

( 	�����	��� 	 ��������� ����'�����  *%5+� ������	�� �
	������
����� �������	�� ρ(x, p, t) �
����# �
	����� 	�	������ ������# �
�
�
��	�  ������ ������ t �����# �������# ϕ(x, p, t)� ����������
���

|ϕ|2 = ϕ(x, p, t)ϕ∗(x, p, t). ��	��
 	������� ��� �
���
 �����# �������
ϕ �
 ������ ������� ��
 exp(ig/�)ϕ� ��� g = g(x, p, t) C ���������
�
� ��#	����������
��
� �������� �� ������ ������	�� �
	����������
�������	��# ρ(x, p, t)� ,
��� ������
��
��� �����# ������� ������
�
��
�� �� �
���������� ������
��
�����

��	������� �
� ���  ��� �
���������� ������
��
��� ������	�
��
����� 7-;� /��  ���� �
��$�� ��
����� 7-;  ��������� ����� ���
��� ���� ?
��$��  ��� ��	�� ����
���� ������������
��� ∂/∂pj

������� ϕ ����
��� Dp
j = ∂/∂pj + iBj/�, ��	�� ����
�� ∂/∂xj − ipj/�

����
��� Dx
j = ∂/∂xj + iAj/�, 
 ��	�� ����
���
 ∂/∂t + iH/�� ���

H = mc2 + p2/(2m) + V � ����
��� Dx
0 = ∂/∂t + iA0/�� ��� Aj , A0, Bj

C ��������� ������� �� x, p � t ��� j = 1, ..., n� (  ��� �����
������
��
����� 7-; ������$��	�  ���D

Dx
0ϕ =

n∑
j=1

(∂H

∂xj

Dp
jϕ − ∂H

∂pj

Dx
j ϕ

)
+ γ

n∑
j=1

Dp
j

(
i�Dx

j ϕ + kTmDp
j ϕ

)
. 7>;

:
���������� ������
��
���� ��
����� 7>; �
��
��	� ������
�
��
��� ������� ϕ � �������
�� Aj , A0, Bj� ��� j = 1, ..., n ��
D

ϕ �−→ ϕ′ = exp(− i

�
g)ϕ; 7%.;

=



A0 �−→ A′
0 = A0 +

∂g

∂t
;

Aj �−→ A′
j = Aj +

∂g

∂xj
, ��� j = 1, ..., n;

Bj �−→ B′
j = Bj +

∂g

∂pj
, ��� j = 1, ..., n. 7%%;

)������� ������ ��� ��	�� ���	�
���� 7%.;  ��
����� 7>;� �
���
�� 7%%; � ������� ����� �
	��# ����������� �
��	�
 �
 exp(−(i/�)g)
�� ��
����� 7>; �� �������	��

H���������	�� �
���������� ������
��
��� 	�����	���� �������
�� � �����# ����
���
��� ����������� �������	���� �
		������ �
�
�
���� ���	��
�	����  ������� ���
�
 �������
� ����
 ����#��#
	����	��� ����������
� �
�
�������# ������	 ������ �
		������
���� ��
������# �
����� ���	��
�	�
�

( �
	���� 	���
� ��� ��
����� 7-;� �������
�� ����� ��D

A0 = H(x, p) = E + V ; Aj = −pj ; Bj = 0 ��� j = 1, ..., n.

�����
��� ������	���� 	��	�
 �������
��  ����� 	���
� ���
��
����� 7>;� ������� ��������������� �		����
���� /�� ��
�����
/��
�
 �������
�� �
���������# ��
��
����	�� ������ 	���
���
	� 	 �������
�
��  �������
�������� �����

� ��
�
��� ����������	���

(  ��� �
����� �		������	� ��������� ��
����� 7-; ��� �������� � 	��
	���� �������
�� ��'���#	� ����	������� �	�����# 	�	���� �������
�
� �
������� 	� 	����	��� u� /����������� ��
����� 78; �� ���

��
���� ����	������� ������
��
��# H
����� ��� �������� � ���#
������
����# 	�	���� �������
�� ��'���#	� 	 ��	������# 	����	���
u ����	������� 	�
��#�

K���  �� �
����
 C �		����
�� ��
��
����	�� ��
����� 7-; ���
	������# �
	���� 7V = 0; ����	������� ������
��
��# H
����� 	 ����
��� �
����������� ������
��
��� �����# ��������

�� ����������� ������
��
��� H
����� ��
� 	�	���
 �������
�
��
'
��	� ����� 	�
��� �� ������
�D

t′ = t; x′ = x − ut; p′ = p − mu. 7%2;

>



���  ���  ������ ��
'
��	� 	�������� ���
���D

E ′ =
p′2

2m
=

(p − mu)2

2m
=

p2

2m
− pu +

mu2

2
= E − pu +

mu2

2
.

E�����	������ 	�
��� �������
�� ��
'
��	� ����� ���� �� 	���
������ ������
�D

t = t′; x = x′ + ut; p = p′ + mu;

� E =
p2

2m
=

(p′ + mu)2

2m
=

p′2

2m
+ p′u +

mu2

2
= E ′ + p′u +

mu2

2
. 7%5;

���	�
�  �� ��
'����  ��
����� 7-;� 	 ������ 	�����$���# 73;
� 7<; �������D

∂ϕ

∂t′
−

n∑
j=1

∂ϕ

∂x′
j

uj =
n∑

j=1

( ∂V

∂x′
j

∂ϕ

∂p′j
− p′j + muj

m

( ∂

∂x′
j

− i
p′j + muj

�

)
ϕ
)
−

− i

�

(
E ′ + p′u +

mu2

2
+ V

)
ϕ +

+γ

n∑
j=1

∂

∂p′j

((
p′j + muj + i�

∂

∂x′
j

)
ϕ + kTm

∂ϕ

∂p′j

)
.

��	��
� ��	�� ���	��� 
�����
���	��� ������
��
��# �������D

∂ϕ

∂t′
=

n∑
j=1

( ∂V

∂x′
j

∂ϕ

∂p′j
− p′j

m

( ∂

∂x′
j

− i
p′j + muj

�

)
ϕ
)
−

− i

�

(
E ′ − mu2

2
+ V

)
ϕ +

+γ
n∑

j=1

∂

∂p′j

((
p′j + muj + i�

∂

∂x′
j

)
ϕ + kTm

∂ϕ

∂p′j

)
.

4	��  ���������� ��
����� 	���
�� ���	�
���� ϕ = exp((i/�)g)ϕ′,
��� g = mux′+mu2t′/2, ��  �������
�� 7�
����������� ������
��
���;
������� ��
�����D

∂ϕ′

∂t′
=

n∑
j=1

( ∂V

∂x′
j

∂ϕ′

∂p′j
− p′j

m

( ∂

∂x′
j

− i
p′j
�

)
ϕ′

)
−

%.



− i

�
(E ′ + V ) ϕ′ +

+γ

n∑
j=1

∂

∂p′j

((
p′j + i�

∂

∂x′
j

)
ϕ′ + kTm

∂ϕ′

∂p′j

)
,

������� 	��
�
�� 	 ��
������ 7-;� ,
��� ���
���� �� ���
�
�� �
���
���� ��
��
����	�� ��
����� 7-;�

� ��	������ ��
������ ���
��	�����

(  ��� �
����� ������	����	� �
��
����� �
����#$�� �		����
��#
� �
��	� �
���	�� ������� � ��	�
������ �
�
�
��

���� �������	� 
���	 �������	� ��� � ���������

�����

L���� 	�
���� �����	�� ������� ���	�
���# ��
������ 7-;� 	�
	�
��
����# �
��������
����	��# �������� ��'�� �
#�� 	���
����
 ������#  �� ������ �
�� 	���	����� �
������� �������
��� ,
�
�
	���
��� ��'��� �
������� ���������� �	�� �
		�
���
�� �����		 	
��	��� �������#	� �������
����# �������# V (x, t) �� ������� ,
��#
�������
� ��'�� ������	��
�� �������� �����# ������� ��
���
��� 7-; �
 ���� ����������� �����		
 � 6	�
����
���#6� ( �������
��
��$���� ��
����� 7-; ��'�� �����
��	� �� ��$���� ��
����� J���
������
�

L����  �� ��������� �
		������� �
������� �������
����� �����
��� V = V0(x) + V1(x) cos(ωt) ��� ω −→ ∞.

9��
����	��� � �
��������
����	��� 	�	���� 	 �
��� �������
�
��� ���� �		����
�� � ������ �
���
�� �
������ *%>� 2.� 2%� 22� 25�
28� 2-+� @�����	�
� �
�
�
�  ������# �����
�� �
�
� �
���
� �������
C  �� �
��'���
� �
	���
 � ��$��� 	����� ���� � �
������ �����

A�
����� 7-; 	  ��� �������
��� ����� ��D

∂ϕ

∂t
= Aϕ + γBϕ, 7%8;

���

Aϕ =

n∑
j=1

(∂(V0 + V1 cos(ωt))

∂xj

∂ϕ

∂pj
− pj

m

∂ϕ

∂xj

)
−

%%



− i

�

(
mc2 + V0 + V1 cos(ωt) −

n∑
j=1

p2
j

2m

)
ϕ, 7%-;

� Bϕ =

n∑
j=1

∂

∂pj

((
pj + i�

∂

∂xj

)
ϕ + kTm

∂ϕ

∂pj

)
. 7%3;

)�'�� �		����
�� ��$����  ���� ��
����� ��� ����$�� ω � 	�
�
����  �� ��$���� 	 ��$������ �
����# 	�	�����

���� ���������	� �������� �������	� �
�������
��� 	 ������ ���
��	 ����������� �������� � ����	�
������
� �
������
� �������	� �������� ��������
�	�

/���
� �
�
�
� ������� ������	� �� �		����
��� C  �� ��������
�����		
 ��� 	��$
���� ��� ��
 ϕ(x, p, t, ξ)� ��� ξ ∈ D C ��������
������# �
�
����� � �
	���������� ρ(x, p, t)  �
���� ���	��
�	�� 
������ ������ t ��� �
	����� 	�	������ ������# ���	�
��	� �����
�# �������# ϕ(x, p, t, ξ)� ����������
���� �������

∫
D
|ϕ(x, p, t, ξ)|2dξ,

�� �	��

ρ(x, p, t) =

∫
D

ϕ(x, p, t, ξ)ϕ∗(x, p, t, ξ)dξ∫
R2n

∫
D

ϕ(x, p, t, ξ)ϕ∗(x, p, t, ξ)dξdxdp
.

���  ��� �������
�
��	�� ��� ��������� �����# ������� � ������
����	�����  	�����	��� 	 ��
������ 7-; ��� �
'��� ���	���
����
ξ ∈ D.

/����#  ��
������# 	��	�� ���	
���  ���� �����		
� �������# 
�
����# ���
����� C  �� �
		�
���
�� 	
��	����'����� ����
���
�� ρ̂ �� ������# �
 �
���� ���	��
�	�� R2n 	 ����� ����
���
 ��

ρ̂(x, p; x′, p′, t) =

∫
D

ϕ(x, p, t, ξ)ϕ∗(x′, p′, t, ξ)dξ� ?
������ ��� ����# �����
'�������# 	
��	����'����# ����
��� ρ̂ �
 ���	��
�	�� ������# ����
����	� � ��
���
������ ��� �� 	����
������� � �
���� ���� �����
'�������� 	
��	����'����� ����
���� 	� 	����� ������
 �
��
��	�
����
���
�� ������	�� 	�	�����#� ,���
 ������	�� �
	���������� ����
����	��# ρ(x, p, t) = ρ̂(x, p; x, p, t)/Trρ̂, ��� Trρ̂ =

∫
R2n ρ̂(x, p; x, p, t)dxdp C

	��� ����
���
 ρ̂� &�������� ����
���
 ������	�� 	�	������ ρ̂ � �����
�� �
�
��	� ��
������D

∂ρ̂

∂t
= Dρ̂ + ρ̂D∗ − ρ̂Tr(Dρ̂ + ρ̂D∗),
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��� D C ����
���� ��
'����# ��
�# �
	��� ��
����� 7-;� 
 D∗ C
	����'����# � ���� ����
���� (��
'���� 	� 	����� Tr 	����   ���
��
����� ��� ����� ����� 	��� � ����
���
 ������	�� 	�	������ ρ̂ 
�
'��# ������ ������ �
���	� ��������

"�� ������#��� ��
������ )�'�� �		����
�� ����� �� ��� �����
	������ 	�
����
���� 	�	������� ���������� ��  ���� 	�
����
�����
	�	������ 7	�	������ �������� �
���	��; � ������� ���� ��������
���� �����		
 �  ���� 	�
����
����� 	�	�������

�� �!"�"#��	� 
���	 � �����
 ��	�� ����	�� 	
���"����	�
 ����	�	������ 	����	�������	

��	�� M = R4 C ���	��
�	������� 9����	����� P = R3 C ����
	��
�	�� ������	� � B = M × P C �
���� ���	��
�	�������� �

������� �	��	������ ���
��� ��#	���� �����
 1�����
 7�	�� ���	��
��
�� �
		� ����� �
	���� m;� )
  ��� '� ���	��
�	�� ��#	����
������
���
� �����
 	���� �� �������
�
�� 	���
������ 	��	����
��� ����  �
'��# ����� �
����� ���	��
�	�
� � �����
�
��������
	�
� �����
 	���� 	��	������� ������  �
'��# ����� �
����� ����
	��
�	�
� (��	��  �� ������ ���������� ��#	��� ������ ��
��
�� P
�
 ���	��
�	�� B�

(  ��# ���# ������ �����
�
��	� �
		�
���
�� ��
����� �����#
������� ϕ ��  ���� �������	��� ��	�� E� 
  ��������� ��������
�������� ���	��
�	�� F �
� ����� �������	��� ��	��� �
 �������
��#	���� ����
����� ����#���� ����
���
�� �����
 SU(2,E) C ���
��
��
� �
���
��
� ������ �
����# SO(3) ����������� ���	��
��
	�
� ��#	����
� �
 �
���� ���	��
�	�� R6� G
	���������� ������
��	��# ρ(x, p, t) �
��'����� �
	����  �
���� ���	��
�	��  ������
������ t �� ���'���� 	���
��	� ����������
����� |ϕ(x, p, t)|2.

H����
 SU(2,E) �����	� ���������#  ������ SL(2,E)� ��� SL(2,E)
C �����
 �������� �������	��� �
���� 	 �������������� �
��� %�
H����
 SL(2,E) �����	� ����
���# �
���
���# ������# ��� ������
1�����
 L� ,
��� ���
���� ����� ������
����� ��
��
��� ��������
����� �����D

SU(2,E) ⊂ SL(2,E) ⊂ P̂
↓ j ↓ j ↓ j

SO(3) ⊂ L ⊂ P,

��� P̂ C ����
��
� �
���
��
� �����
 ��� ������ ��
��
���
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��� �
		�
���
��	� �
		������ pr : F ×B → B 	� 	���� F �
� �
�
���� ���	��
�	����������� B� )
 �
�� B ��#	���� �����
 ��
��
��
P � /�#	��� �� ��������� SO(3) ⊂ L �
 B �
������� ����	������
�� �
�
�
 �������
� ������
��	� �� 	���
	�
����� ��#	��� ������
SU(2, C)  	��� F �
� �����# �
�
�
 �������
�  B� ,���
  �� ��#	���
��'�� ���� ������
��� ������'��� �� ��#	��� ������ P̂ �
 �
		���
���� F × B� 	���
	�
���� 	 ��#	���� ������ P �
 �
�� B� E���
	��

���	�� ��#	��# ����� �
 �
		������ ���
�
��� ��� ��� ������ g ∈ P̂
������
���
 	������
� ��
��
��
D

F × B
g−→ F × B

↓ pr ↓ pr

B
j(g)−→ B.

���  ���� �	�� g ∈ SU(2, C) ⊂ P̂ � �� ������
���
 ��
��
��


F × 0̄ ⊂ F × B
↓ g ↓ g

F × 0̄ ⊂ F × B.

4���	�����	�� �������� ��#	��� ������ ��
��
�� M B �� ��#	���
������ P̂ �
 �
		������ F × B �����
��	� 	 �����	��� �� ����
 ����
�
���
���  ���� �
		�������

4	�� a, b ∈ B �� ����� �
�� 7�
����� ���	��
�	�
�������;� ��
������
��� ����������	�  ������ ������ ��
��
�� ha,b ∈ P �
�
������
���� ������	
 	�	���� �������
� �� ����� a  ����� b� /�#	���  ���
����
 ha,b ������
��� ������
��	� �� ��#	���  ������
 ĥa,b ∈ P̂ �

�
		������ F × B� "�� ��#	��� ������	��  ������� 	��� F �
� a 
 ������� 	��� �
� b� 0���� �
��
��  �� ��#	��� �
�
�������� ���
����	��  ������� 	��� �� ������ �ab� /
���  �� ����������� �������
�
� ���������� �
�
�������# ������	  �
		������ F ×B ���� ����#
����#  �
���

( �
		�
���
���# ������ ����
� ������� ϕ  ������ ������ t
�
�
��	� �������# �
 �
���� ���	��
�	�� ��
 ϕ : R6 → F � &������
��� �����# ������� � ������ ����������	� ���� ��� ��
 �������
����� �
�����	�  ��	������� ��'�����D

%; (����� ϕ(x, p) ∈ F �
�
������� ������	��	� ���� ��
�������
 �
���� ���	��
�	��I ��
������� ����������	� 	���
#��� �������
	��� �����		��  	�����	��� 	 ��������� ������������ ��
�������
�
������ ��
������ :�
���	
�
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2; (����� ϕ  �
'��# ����� (x, p)  	�	���� �������
�� 	��
���#
	  ��# �����# �
�
��	� 	 ��	������# �����# 	����	��� ω = mc2/� 
	��� F �
�  ��# �����#  	��	������ ������� 	��
���� 	  ��# �����#I
�
��
����� �	� �
����� Jx,p ∈ su(2, C)  ������'��# 7�
���
�����#;
	�	���� �������
� ������
����	� �� ����� � ����� �
� '�� �
� �
��
�
����� ������
 ������	
�

?�
����� �����# �������  ����� (x, p)  ������ ������ (t +	t)
����������	� 	������ ��
������ ������ ϕ �� 	�� ��
��������� �
�
�
���
����	�  ����� (x, p) �
����� ���	��
�	�
  ������ ������
(t + 	t)�

)�'�� ��	������ 	�����	������  ��# ������ ����������
�����
��
����� � �		����
�� ����

��$� %������	� ��� �� &�'���
 ������������ 	 �'��
	
�������	� � (�����
���	���
 ���


"��� ����	 	��
� 	 �������  ������ �
�����#	��� 	  �������
�
������� ������ ,
��� ������ ��'�� ���� �� 	���
�� �� 
�
�����
	 ��� �������  ��
����� /��
�
� :
� ���� ���
�
��  ��
����� 7>;
�
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��� �
�	���� � �� ������	
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